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Abstract. Several algorithms for the Maximum Clique Problem are available,
many of them based on the branch and bound technique. In this work we des-
cribe a general branch and bound algorithm for the exact solution of the Ma-
ximum Clique Problem, we review eight algorithms from the literature and des-
cribe each one of them by modifying the general algoritm. We implemented these
algorithms and ran several experiments. Experimental results are presented for
comparison.

Resumo. Virios algoritmos para o Problema da Clique Mdxima sdo encon-
trados na literatura, grande parte deles empregando a técnica de Branch &
Bound. Neste trabalho é descrito um algoritmo genérico de Branch & Bound
para solucdo exata do Problema da Clique Mdxima, sdo revisados oito algorit-
mos disponiveis na literatura e cada um dos algoritmos é descrito como uma
modificacdo do algoritmo genérico. Implementamos estes algoritmos e execu-
tamos experimentos cujos resultados sdo apresentados para comparagdo.

1. Introducao

O Problema da Clique Médxima (CM) € o problema de encontrar uma clique de tamanho
maximo em um grafo dado. Tratando-se de um problema N P-dificil, ndo se conhece al-
goritmo de tempo polinomial para sua solu¢do exata. Por outro lado, a literatura apresenta
diversas propostas de solu¢do exata do problema, relatando resultados experimentais sur-
preendentes se confrontados com os limites analiticos conhecidos.

A principal motivacao do trabalho apresentado em [Ziige 2011], do qual o presente
texto constitui um resumo esquematico, € a de contribuir para um melhor entendimento
deste intrigante fendmeno que vez por outra assoma na fronteira entre teoria e pratica da
Ciéncia da Computagdo: um problema computacional que apresenta os mais desalenta-
dores indicios de intratabilidade e para o qual, a0 mesmo tempo, conhece-se algoritmos
capazes de obter a solucdo exata de instancias de interesse pratico e tamanho consideravel.

Dentre os algoritmos para soluc¢io exata do CM encontrados na literatura, os mais
bem-sucedidos parecem ser aqueles baseados na técnica de Branch & Bound. E a esta
classe de algoritmos que se dedica o estudo de [Ziige 2011].

A principal contribuicdo original do trabalho apresentado em [Ziige 2011] € a
formulacdo de um esquema genérico de Branch & Bound para o CM que permite que
os diversos algoritmos propostos na literatura sejam descritos e implementados como
instancias de um mesmo “meta-algoritmo”. Tal formulacao representa um modesto pri-
meiro passo em direcao ao objetivo de longo prazo mencionado acima: uma melhor com-
preensdo das razdes para o descompasso entre os resultados analiticos e experimentais



presentes na literatura a respeito da solug¢do exata do CM. Ao mesmo tempo, por descre-
ver diversos algoritmos a partir de um ponto de vista unificado, nossa formulacao permite
estabelecer termos de comparacao menos voldteis para seu desempenho do que, por exem-
plo, o puro e simples tempo de execu¢do em um determinado ambiente computacional,
usado por muitos autores.

Contribui¢do secunddria de [Ziige 2011] € a efetiva implementacdo de tal “meta-
algoritmo”, bem como a implementagao de oito dos mais bem-sucedidos algoritmos para
o CM propostos na literatura como suas particulares instincias. E notdvel o fato de que
a implementacao feita corresponde de maneira muito préxima a sua descri¢do em “alto
nivel”, o que de certa forma confere a implementacao o carater de “prova de conceito”. As
implementagdes estdo publicamente disponiveis e foram feitas com o cuidado de permitir
a futura incorporacdo de novos algoritmos que se enquadrem na mesma formulacio geral.

Terceira contribui¢do, decorrente desta ultima, reside no fato de que pela pri-
meira vez na literatura sdo apresentados resultados experimentais destes oito algoritmos
passiveis de comparacdo direta, posto que implementados e executados no mesmo ambi-
ente computacional.

Finalmente, cabe mencionar como contribui¢do o fato de nossa implementacao ter
sido utilizada com sucesso como ferramenta na obten¢ao dos resultados experimentais em
um trabalho independente, promovido pelo grupo de pesquisa em Sistemas Distribuidos
da mesma institui¢ao.

A colaboragdao com o grupo de pesquisa em Sistemas Distribuidos resultou na
publicacdo de [Duarte Jr. et al. 2010], onde a implementacao de [Ziige 2011] € descrita e
¢ utilizada para determinar cliques em centenas de grafos com centenas de vértices.

Uma versdo preliminar do trabalho de [Ziige 2011] foi apresentada em
comunicacdo verbal na edicdo de 2010 do Latin American Workshop on Cliques (LAW-
Cliques).

As contribuigdes originais resultantes do trabalho estdo publicadas em
[Carmo e Ziige 2011].

O restante deste texto estd organizado como segue: a seguir sdao detalhadas algu-
mas defini¢des e notacdo. Na secdo 2 sdo apresentados resultados sobre a complexidade
de CM e algumas solugdes exatas para o problema. Um esquema de Branch & Bound
para CM e diversos algoritmos sao apresentados na se¢do 3. Finalmente, na se¢ao 4 sdao
apresentados a implementacdo e os resultados experimentais.

1.1. Definicoes e notacao

Utilizamos a nomenclatura e nota¢do usuais da teoria dos grafos (vide [Ziige 2011,
Secdo 1.1]). Em particular, dado um grafo G, a vizinhanga de um vértice v em G é
denotada I'¢(v). Uma clique em G é um subconjunto de V' (G) que induz um subgrafo
completo de G. Dado @ C V/(G), definimos I'2(Q) = (), Fa(v), se Q # D ou
I'a(Q) := V(G) quando Q = 0.

2. O Problema da Clique Maxima: Teoria e Pratica

A versdao de CM em problema de decisdo € o problema de decidir, dados um grafo G' e
um inteiro k, se G tem uma clique de tamanho k. Este problema ndo s6 é N'P-completo



[Garey e Johnson 1979] como ndo € tratdvel por pardmetro fixo (na parametrizagdo em
que k € o pardmetro) [Downey e Fellows 1999].

O Problema da Clique Méxima é o correspondente problema de otimizacdo que
consiste em encontrar uma clique de tamanho maximo em um grafo G dado. O problema
nio s6 é N'P-dificil em decorréncia do dito acima, mas niio admite sequer uma |V (G)|'/3
aproximacao [Bellare et al. 1995].

Um grafo com n vértices pode ter até 3™/3 cliques maximais de tamanho n/3
[Moon e Moser 1965], de maneira que determinar uma clique maxima a base de enumerar
explicitamente as cliques maximais do grafo tem complexidade de tempo de pior caso
Q(37/3). E recente a proposta de um algoritmo que efetivamente enumera todas as cliques
maximais de um grafo em tempo O(3"/3) [Tomita et al. 2006].

Que € possivel determinar uma clique maxima em tempo (de pior caso) assinto-
ticamente menor que o necessdrio para enumerar todas as cliques maximais de um grafo
de n vértices € demonstrado por [Tarjan e Trojanowski 1976] que apresenta um algoritmo
que determina uma clique méxima do grafo em tempo O(2"/3). Esta cota foi posterior-
mente reduzida para O(2%-3%4") [Jian 1986] e em seguida para O(2%275") [Robson 1986]
[Ziige 2011, Secao 2.1].

Por outro lado, a implementacio e experimenta¢cdo com algoritmos para a solu¢ao
exata do CM disponiveis na literatura sugerem que os resultados negativos (de apro-
ximabilidade, tratabilidade por parametro fixo) e as estimativas de pior caso menci-
onados acima apresentam um retrato incompleto da realidade. Efetivamente, diver-
sos dos autores que propdem algoritmos para a solucdo exata do CM (por exem-
plo [Ostergard 2002, Tomita e Kameda 2007, Tomita et al. 2010]) reportam tempos de
execucao surpreendentes se confrontados com o que os resultados acima sugerem.

3. Algoritmos para a Solucao Exata do Problema da Clique Maxima

Dentre os algoritmos mais bem-sucedidos do ponto de vista experimental constam-se
aqueles que implementam a abordagem conhecida como Branch & Bound. O leitor en-
contra em [Ziige 2011, Capitulo 4] uma resenha dos principais dentre estes. Referéncias
para outras abordagens sdo encontradas em [Ziige 2011, Secdo 2.3]. O diagrama na Fi-
gura 1 mostra a “linha do tempo” da publicacao de alguns destes algoritmos. Uma seta
no diagrama significa que o trabalho apontado se baseia no trabalho anterior. Nem todos
estes algoritmos sdo discutidos neste resumo mas todos sao discutidos em [Ziige 2011].

Em muitos casos, tais algoritmos sio apresentados e discutidos por seus autores
em um contexto que privilegia o aspecto experimental e o confronto de resultados experi-
mentais com outros algoritmos propostos anteriormente. Esta énfase muitas vezes acaba
por inadvertidamente ocultar o quanto tais algoritmos t€ém em comum.

Dentre os algoritmos para o CM baseados em Branch & Bound, concentramo-
nos sobre aqueles em que o esquema de “branching” € reminiscente do algoritmo de
enumeracao de cliques maximais de Bron—Kerbosch [Bron e Kerbosch 1973]. Para uma
discussdo do algoritmo de Bron—Kerbosch e sua relacio com esquemas de Branch &
Bound, para CM, o leitor € referido para [Ziige 2011, Sec¢ao 3.3].

Como indica a Figura 1, muitos deles “descendem” do algoritmo de enumeragao
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Figura 1. Ordem de publicacao dos algoritmos de Branch & Bound

de cliques maximais de Bron—Kerbosch [Bron e Kerbosch 1973].

Em [Ziige 2011, Capitulo 4] concentramos nossa atencdo sobre oito destes
algoritmos que, ao tempo de sua respectiva publica¢do, constavam-se entre os al-
goritmos de melhor desempenho para o CM descritos na literatura, a saber: CP
[Carraghan e Pardalos 1990], DF, x, x + DF [Fahle 2002], MCQ [Tomita e Seki 2003],
MaxCliqueDyn [Konc e Janezic 2007], MCR [Tomita e Kameda 2007] e MCS
[Tomita et al. 2010]. Chamamos esses algoritmos coletivamente de algoritmos
MaxCliqueBB.

Em [Ziige 2011, Capitulo 4], propomos um esquema genérico de Branch & Bound
para CM. O algoritmo MC apresentado a seguir € uma simplificacdao do esquema proposto.

MC(G,C,Q, K)

1 se || > |C] entao

2 ‘ C+Q
3 enquanto K # () e |Q| + Bound(G, K') > |C| faca
4 v < Remove(G, K)
5
6

C «+—MC(G,C,QU{v}, KNTI'(v))
devolve C

No algoritmo MC a fun¢ao Bound(G, K) devolve uma cota superior para o tama-
nho da clique mdxima em G[K| e a Remove(G, K') remove um vértice de K e o devolve
como resultado.

Os algoritmos MaxCliqueBB detalhados em [Ziige 2011] tém as seguintes carac-
teristicas, que expomos de maneira muito sumadria por limitacao de espaco.

CP: aplica uma heuristica para escolha de vértices removidos de K baseada em graus,
na tentativa de eliminar rapidamente vértices que nao fazem parte de uma clique
grande. Descrito em [Ziige 2011, Secao 4.2].

DF: busca remover rapidamente de K vértices que certamente participam ou ndo podem
participar de uma clique grande. Descrito em [Ziige 2011, Sec¢do 4.4].

x: utiliza coloracdo heuristica como limitante superior. Descrito em [Ziige 2011,
Secdo 4.5.1].

X + DF: aplica todas as técnicas de DF e . Descrito em [Ziige 2011, Secao 4.5.2].



MCQ: utiliza uma coloragdo gulosa como limitante superior € como guia sobre qual
vértice remover de K. Descrito em [Ziige 2011, Se¢do 4.5.3].

MaxCliqueDyn: baseado em MCQ, apresenta algumas modificagdes na heuristica
de coloracdo, buscando limitantes mais apertados. Descrito em [Ziige 2011,
Secdo 4.5.4].

MCR: baseado em MCQ, apresenta uma ordenacao inicial de vértices que busca fazer
com que coloragdo resulte em limitantes mais apertados. Descrito em [Ziige 2011,
Secao 4.5.5].

MCS: baseado em MCR, apresenta modificacdes na colora¢do, na busca de uma redugdo
maior no nimero de estados gerados. Descrito em [Ziige 2011, Secao 4.5.6].

4. Implementacao e Resultados Experimentais

Implementamos os algoritmos MaxCliqueBB usando a linguagem Python e o pacote para
manipulagdo de redes e grafos NetworkX!. Este ambiente foi escolhido por sua flexibili-
dade. Esta implementacdo € apresentada em [Ziige 2011, Capitulo 5].

Para testes comparativos usamos as 66 instdncias do DIMACS Second Imple-
mentation Challenge?. Os resultados da execugdo de cada algoritmo em cada uma das
instancias sao encontrados em [Ziige 2011, Capitulo 5].
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